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KAPITEL 1

Motivation

1. Wozu Homologie?

Ohne zu definieren, was Homologie oder ihre Schwester Kohomologie sei, wollen wir ein paar beispielhafte
Forschungsgebiete nennen, in denen diese mathematischen Theorien eine Rolle spielen. Sie kommen aus der
algebraischen Topologie und fanden bald Aufnahme in allen Unterarten der Geometrie. Auch aus Algebra und
Zahlentheorie sind die Kohomologietheorien nicht mehr wegzudenken. Dem technischen Fortschritt verdanken
sie aber auch in jiingerer Zeit eine wachsende Anwendung in den angewandten technischen Wissenschaften, wie
etwa der Volumenkorpermodellierung, Bilderkennung und -verarbeitung, Graphentheorie sowie der Geoinfor-
matik, um nur einige Beispiele zu nennen.

Die Grundidee ist, aus realen Objekten oder aus mathematischen Objekten (wie z.B. Mannigfaltigkeiten) kom-
binatorische Objekte zu konstruieren, aus denen abelsche Gruppen namens H; (Homologien) oder H* (Kohomo-
logien) zu gewinnen, mit denen Riickschliisse auf die urspriinglichen Objekte gezogen werden kénnen. Priméres
Ziel ist es dabei nicht, die Objekte exakt zuriick zu gewinnen, vielmehr soll eine wesentlich grobere Struktur
wieder erkannt werden, die dann auf eine gewisse Klasse von Objekten schlieflen ldsst. Hilfreich ist dabei oft
auch das Zusammenspiel zwischen Homologie und Kohomologie, so genannte Dualititssdtze. Spéter entstanden
Kohomologietheorien, die auf andere Weise als mittels kombinatorischer Objekte die H? beschreiben, oft auch
ohne eine duale Homologietheorie zu haben.

Die Architektur beschreibt oft selbst kombinatorische Objekte relativ direkt. Wichtig ist aber auch die Model-
lierung von Beziehungen zwischen Objekten, was unweigerlich auf relative Versionen von Homologietheorien,
d.h. die Homologie von Abbildungen fiihrt.

Als Erfinder der Homologie gilt Henri Poincaré, der von dieser derart begeistert war, dass er glaubte, mit ihr
Mannigfaltigkeiten bis auf Isomorphie ,erkennen“ zu kénnen. So gilt etwa fiir die n-Sphére S,

HA(S,) = Z, fallsi=0
10, falls i £ 0

Fiir kompakte Mannigfaltigkeiten X der Dimension hochstens n = 2 impliziert auch umgekehrt H;(X) = H;(S,,),
dass X zu S,, als Mannigfaltigkeit isomorph ist. Er vermutete, dass jede kompakte 3-Mannigfaltigkeit X mit
derselben Homologie wie die 3-Sphére zu ihr isomorph ist, konstruierte jedoch spiiter selbst ein Gegenbeispiel.
Dabei erfand er die Idee der Fundamentalgruppe, die hier auch vorkommen soll. Er stellte somit fest, dass er
deren Trivialitdt voraussetzen sollte.

Schliefllich lautet die Poincarévermutung:

Jede kompakte, einfach zusammenhédngende n-Mannigfaltigkeit mit der Homologie einer n-Sphére ist zu dieser
isomorph.

Inzwischen ist diese Vermutung fiir fast alle Dimensionen bewiesen: Fiir n = 0,1 ist sie sehr leicht. Im Fall
n = 2 war sie schon im 19. Jahrhundert bekannt durch die Klassifikation der kompakten Flichen nach der
Anzahl ihrer ,Locher“. Dimension n > 7 gelang Smale im Jahr 1961, es folgen n = 5 durch Zeeman (1961)
und n = 6 (Stallings, 1962). Mit dem Fall n = 4 im Jahr 1982 verdiente sich Freedman die Fieldsmedaille.
Fiir den noch verbliebenen Fall n = 3 scheint ein ernst zu nehmender Beweis von Perelman aus dem Jahr 2003
vorzuliegen.






KAPITEL 2

Homologie von Graphen

1. Graphen
DEFINITION 2.1. Ein Graph T' besteht aus Mengen V' (den Ecken) und E (den Kanten) sowie Abbildungen

2 o(e)
(1) E—-V=, eH(t(e))
(2) E—E, e—e
mit den Eigenschaften € = e, € # e, o(e) = t(€) fiir allee € E.
Die Komponente o der Abbildung (1) wird als Anfangspunkt von Kanten angesehen, t als deren Endpunkt. Die

Abbildung (2) heifit Kanteninversion.

Eine Orientierung eines Graph I' besteht aus einer ausgezeichneten Teilmenge £ der Eckenmenge E, fiir welche
E die disjunkte Vereinigung von F; und allen invertierten Kanten E,. Ein orientierter Graph ist ein Paar
(T, E4) mit einem Graph T" und einer Orientierung F. .

Sei T ein weiterer Graph mit Ecken V', Kanten E’ mit Anfangspunkten o' und Endpunkten ¢ sowie einer
Kanteninversion ™

DEFINITION 2.2. Fin Morphismus von Graphen f:T' — I besteht aus Abbildungen
fv: V=V fg:E—F

mit fy(o(e)) = o'(fe(e)), fv(t(e)) =t'(fr(e)) und fr(e) = fe(e).
Mit anderen Worten, Graphenmorphismen sollen Kanten auf Kanten, Ecken auf Ecken abbilden und dabei
vertriglich mit den Anfangs-, Endpunkt und Kanteninversionsabbildungen sein.

Ist fiir einen Morphismus f: I' — I sowohl fi als auch fg injektiv, so heifit f eine Einbettung. Sind I" und I
orientiert und fr(FE4) C E4, so heifit f orientierungstreu.

Es ist iiblich Graphen auch graphisch darzustellen (daher wohl der Name). So ist etwa

o eine Ecke
o .% ein orientiertes Segment [v, w]
. ©° R ein Segment [v, w)

C ec eine orientierte 1-Schleife

DEFINITION 2.3. Ein (abstrakter) Weg der Linge n > 0 ist ein orientierter Graph

We - 0 1 - n—1 n
n e 01 * .2 ® 1] ©

Ein Weg der Linge n in einem Graph T ist ein Morphismus
v: Weg,, — T
Die Ecke vy := v(0) heifft Anfangspunkt von v, v, := v(n) Endpunkt von v, und v heifst Weg von vy nach vy,.
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Listen wir im Weg ~ die Kanten auf:
VYl --osYn
mit y; = y([,7 + 1])), so kann es sein, dass etwa y;11 = g; ist, d.h. die Kantenliste so aussieht:

YiYee Y Vi Yit2 oo Yn
Dann heifit das Paar (y;,y;+1) ein Stachel im Weg ~.

LEMMA 2.4. Fualls in T ein Weg von der Ecke v in die Ecke w existiert, so gibt es auch einen stachelfreien Weg
von v nach w.

BEwELs. Kommt im Weg ein Stachel vor, so verkiirze den Weg auf die Lénge n — 2

7/: Y1y s Yi—1,Yi+1y-- -y Yn
Induktion nach der Anzahl von Stacheln ergibt die Behauptung. O

DEFINITION 2.5. Ist ein Weg eine Einbettung, so heifit er injektiv.
Wir méchten gerne zeigen:

SATZ 2.6. Ezistiert im Graph T' ein Weqg von der Ecke v zur Ecke w, so existiert auch ein injektiver Weg von
v nach w.

Doch zuvor miissen noch einige Vorbereitungen getroffen werden.

DEFINITION 2.7. Eine (abstrakte) Schleife der Linge n > 1 (oder n-Schleife) ist ein orientierter Graph

Cire,, J
) / \ L

Fine n-Schleife (oder auch Schleife) in einem Graph T ist eine Einbettung ~y: Circ, — T.
BEMERKUNG 2.8. n-Schleifen sind stachelfrei, da es die abstrakte Schleife Circ,, ist.
DEFINITION 2.9. FEin Baum ist ein nicht leerer, zusammenhdngender Graph, in dem es keine Schleifen gibt.
Ein stachelfreier Weg in einem Baum heifit eine Geoddtische.
PROPOSITION 2.10. Zwischen zwei Ecken v und w eines Baumes T existiert genau eine Geoddtische. Diese ist
injektiv.

BeEwEis. Existenz. Da T" Baum ist, existiert ein Weg von v nach w. Nach Lemma 2.4 existiert somit ein
stachelfreier Weg von v nach w, also eine Geodétische.

Injektivitit. Sei~y: Weg,, — T eine Geoditische mit v(0) = v und y(n) = w. Zu zeigen ist, dass alle v; := (i)

verschieden sind. Seien die Kanten des Wegs ~ gleich y1,...,y,. Sind die Ecken v; nicht alle verschieden, so
existieren ¢, j mit j —4 > 0, sodass v; = v;. Wéhle ¢, j derart, dass j —¢ minimal ist mit der Eigenschaft y; = y;.
Dann ist aber ¥;11,...,y; eine Schleife, was in einem Baum nicht moglich ist.

Eindeutigkeit. Seien y1,...,y, und wi,...,w,, Geoditische von v nach w. Dann ist y, = w,,, da sonst
YLy« s Yn, Wm, - -, W1 Geodétische von v nach sich selbst wire. Somit enden die Wege v1,...,y,—1 und
wy, ..., Wn_1 in derselben Ecke, und vollstéandige Induktion liefert die Behauptung. O
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DEFINITION 2.11. Ist Weg,, — T' eine Geodditische zwischen Ecken v und w eines Baumes, so heisst d(v,w) :=n
der Abstand zwischen v und w.
BEMERKUNG 2.12. FEs gilt d(v,w) = 1 genau dann, wenn v und w durch eine Kante verbunden sind. Die

Funktion d: V(T) x V(T) — R<o macht die Eckenmenge V(T') zu einem metrischen Raum. Zur Erinnerung
heifit eine Abbildung d: X x X — Rx¢ Metrik auf der Menge X, falls sie die Aziome

(1> d(x,y):O < T=yY
(2) d(z,y) = d(y,z) (Symmetrie)
(3) d(z,2) <d(x,y) + d(y, z) (Dreiecksungleichung)

erfullt. Eine Menge X mit einer Metrik d auf X heifit ein metrischer Raum.
Eine wichtige Grofle in einem Graph I' ist die Anzahl der in einer Ecke v eintreffenden Kanten. Die Teilmenge
Starp(v) ={e€ E(T') |v=1t(e)}
heifit der Stern von v und ihre Kardinalitat
nr(v) := #Starp (v)

ist der Index von v in I'. Ist der Index Null, so heifit v isolierte Ecke. Zusammenhingende Graphen besitzen
keine isolierten Ecken, wenn sie nicht der Punktgraph e sind. Eine Ecke v mit np(v) < 1 heifit Randecke.

Wird aus einem Graph eine Ecke entfernt, so liegt in der Regel kein Graph mehr vor. Deshalb sei fiir die Ecke
v in einem Graph I' der Graph I' \ v folgendermafien definiert:

VT\v) == V(D)\ {v}, E(T\v):=ET)\ (Starp(v) U Starp(v)) :
d.h. es werden mit v alle ein- und ausgehenden Kanten entfernt.

LEMMA 2.13. Ist v nicht isolierte Randecke eines Graphen I', dann gilt:

(1) T ist genau dann zusammenhdngend, wenn T'\ v zusammenhingend ist.
(2) Jede Schleife in T verliuft in T\ v.
(3) Genau dann ist T' ein Baum, wenn I'\ v ein Baum ist.

BEWEIS. (1) ist klar.

(2) Ist w eine Ecke auf einer Schleife in T', so ist nr(w) mindestens 2, w also eine Ecke von I'\ .
(3) folgt aus (1) und (2). O

Die Menge T aller Teilbdume eines nicht leeren Graphen I' ist durch Inklusion geordnet und jede Kette (d.h.
total geordnete Teilmenge) € in T hat eine obere Schranke in T: es ist ndmlich

T i= U T
TeC

ebenfalls ein Teilbaum von I". Das Lemma von Zorn besagt, dass dann 7 ein maximales Element hat, mit
anderen Worten: I' hat mindestens einen maximalen Teilbaum.

PROPOSITION 2.14. Sei T' ein mazimaler Teilbaum eines nicht leeren zusammenhdngenden Graphen I'. Dann
enthdlt T alle Ecken von T'.

BEWEIS. Im anderen Fall géibe es eine Kante e mit Anfangspunkt in 7', dessen Endpunkt v aber auflerhalb
T wire. Dann wére jedoch der Teilgraph T, von I' mit Eckenmenge V(T') U{v} und Kantenmenge E(T)U{e, &}
nach Lemma 2.13 (3) ein Baum, der T" als echten Teilbaum enthélt. Widerspruch. O

Nun sind wir so weit:
BEWEIS VON SATZ 2.6. Sei v ein Weg in I von v nach w. Nach Lemma 2.4 kénnen wir annehmen, dass

er stachelfrei sei. Sei T ein maximaler Teilbaum von (Weg, ). Nach Proposition 2.10 existiert in T eine
Geoditische von v nach w, die injektiv ist. O



2. Eulercharakteristik

DEFINITION 2.15. Sei I' ein Graph. FEin mazimaler zusammenhdngender Teilgraph von I' heiffit eine Zusam-
menhangskomponente von I'.

PROPOSITION 2.16. Sei I' ein endlicher Graph, d.h. seine Eckenzahl s sei endlich. Mit a := %#E(I‘) gilt:
(1) a>s—1
(2) Genau dann ista =s—1, wenn T ein Baum ist.

BEWEIS. (i) Sei I' ein Baum. Ist I’ = e, s0 ist a = s — 1 leicht einzusehen. Dies war der Induktionsanfang.
Gelte a = s — 1 fiir Baume T mit n Ecken und sei T, der Baum

€

T

mit s(T.) = n + 1 Ecken. Seine Kantenzahl ist
a(T)=aT)+1=mn-1)+1=n=s(T.) - 1.
Dies war der Induktionsschritt. Die Implikation <= von (2) gilt also.

(i) Sei I' = @ der leere Graph. Wegen 0 > —1 und da er kein Baum ist, gilt (1) und die Implikationn = von
(2) fiir diesen Fall.

(iii) Sei ' # 0 und T ein maximaler Teilbaum, der nach dem vorangegangen Abschnitt existiert. Dessen
Eckenzahl s(T") stimmt mit s nach Proposition 2.14 iiberein. Weiter gilt fiir die Kantenzahl a(T") des Baums T*
a > a(T) mit Gleichheit genau dann, wenn I' = T'. Also:

a=a—al)+al)=a—-a(lT)+s—-1>s-1,
und es folgt (1) und (2). O

BEMERKUNG 2.17. (1) Die Grifle a = a(I') ist die Zahl der geometrischen Kanten, d.h. der Kanten einer
geometrischen Realisierung des Graphen T.
(2) Definieren wir fiir einen zusammenhdngenden endlichen Graph T' und einen maximalen Teilbaum T von T':
bo(T) :=1
b1(T) :=a(T) — a(T),
so sahen wir im Beweis von Proposition 2.16 a(I') = by +s— 1, d.h.
s(T') — a(l") = by — by.

Dies st ein Spezialfall der Euler-Poincaré-Formel. Setzen wir allgemein fiir einen endlichen Graph T' mit n
Zusammenhangskomponenten I';

n, fallsi=0
bi = Z bz(l“l), falls 1=1

i=1

0, fallsi>1

so erhalten wir eine etwas allgemeinere Variante der Euler-Poincaré-Formel

n

s(D) —a(l) =) (~1)';

i=0
DEFINITION 2.18. Die natiirliche Zahl x(T) := > (—1)%; heifit die Eulercharakteristik von ', und die Zahl b;
i=0
heifit die i-te Bettizahl.

Sarz 2.19. Sei I' ein nicht leerer endlicher Graph. Genau dann ist I' ein Baum, wenn fir seine Bettizahlen
gilt: bg =1 und by = 0. Aquivalent hierzu ist x(T') > 0 und by = 1.

BEWEIS. Ist I' ein Baum, so folgt nach Definition der Bettizahlen by = 1 und b; = 0. Ist umgekehrt by =1
und b; = 0, so folgt aus der Euler-Poincaré-Formel

a(T') = s(T') — x(T') = s(T") — 1.
Nach Proposition 2.16 ist ' also ein Baum. Die zweite Aquivalenz ist nicht sonderlich schwer einzusehen. [
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3. Kontraktion von Teilbdumen
DEFINITION 2.20. Fin Graph, der disjunkte Vereinigung von Bdumen ist, heifst ein Wald.

Sei T' ein nicht leerer Graph. Weiter sei W = |J T; ein Teilwald von T', bei dem die T; Bi#ume seien. Wir
iel
definieren einen neuen Graph I'/W folgendermafien:

Die Ecken V(I'/W) seien die Klassen von V(T') unter der Aquivalenzrelation ~, wobei
v~w < wv=w oder v,weET;fireniel.
Es ist leicht einzusehen, dass ~ tatsichlich die Axiome einer Aquivalenzrelation erfiillt.
Die Kantenmenge ist definiert als E(I'/W) = E(I') \ E(W).
Als Kanteninvolution nehmen wir die Restriktion der Kanteninvolution von I' auf E(T'/W).
Anfangspunkt und Endpunkt sei die Abbildung auf die Klasse der Anfangs- bzw. Endpunkte:

E(T/W) = V(D/W)?, e— <[[(t)((:))]]> .

Dass dies tatsdchlich die Axiome eines Graphen erfiillt, ist nicht sonderlich schwer einzusehen.

n

Satz 2.21. Sei T’ # (0 endlicher Graph und W = |J T; ein Teilwald mit Biumen T; C T. Dann ist fiir alle
i=1
1=1,....,n

bi(T/W) = by(I).

BEWwWEISs. Fiir ¢ > 1 ist bei Graphen nichts zu zeigen.
1=0. Sei v: y1,...,Ym ein Weg von v nach w in I'. Dann ist 7, definiert durch die Kanten von =y, die nicht im

Wald W liegen ein Weg von [v] nach [w]. Dies bedeutet, dass by(I'/W) = by(T") ist.
Nach der Euler-Poincaré-Formel ist by (I'/W) = bo(T'/W) + x(T'/W). Nun gilt fiir die Eulercharakteristik
X(T/W) = s(I/W) = a(l'/W) = (s(T') = s(W) +n) = (a(T') — a(W))

= (s(I') =s(W) +n) — (a D)= (s(T3) - 1))

(
= (s(I') = s(W) +n) — (a(T)

— s(1) — a(T) = x(T)
Da nach dem Fall i = 0 ja bo(I'/W) = by(I") ist, folgt dass die ersten Bettizahlen ebenfalls iibereinstimmen. [

i=1
s(W)+n)

BEMERKUNG 2.22. (1) Ist W ein mazimaler Teilwald von T, so ist by gleich der Eckenzahl von I'/W. Dieser
Graph besteht also aus ng Punktgraphen e, ni Ecken mit je einer 1-Schleife, ny Ecken mit je zwei 1-Schleifen,
.oy Ny Bcken mit je m 1-Schleifen, sodass ny + -+ + ny, = by gilt:

v Co e ) (o) o O

no ———

ni na

Wir erkennen somit, dass by die Anzahl der Schleifen in T'/W bzw. T ist.

(2) Ist by gegeben, so ist auch by = by — x sofort gegeben, da sich x = s — a durch einfache Kardinalititsberech-
nungen gewinnen ldisst.

4. Homologie

Homologie ist eine algebraische Beschreibung eines mathematischen Objekts. Die Einfithrung von Algebra
erreichen wir, indem wir aus den Bausteinen unserer Objekte Funktionen mit ganzzahligen Werten machen. Sei
dazu M eine Menge. Jedem Element m € M ordnen wir die Funktion

1, fallsm=m'

Em: M —Z, m —
0, sonst

zu. Bezeichnen wir die Menge aller ganzzahligen Funktionen auf M mit Z*, so bekommen wir eine injektive
Abbildung
M—=ZM, me ey,
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die uns erlaubt, spiter statt £, wieder m zu schreiben. Mit diesen Funktionen kann gerechnet werden: Addition
und Subtraktion von Funktionen f,g € ZM geschieht punktweise:

fEg(m):= f(m) £ g(m).

Die Gesamtheit aller Funktionen, die sich so aus den ¢, fiir die m € M gewinnen lassen, haben alle nur an
endlich vielen Stellen in M einen von Null verschiedenen Wert und wird deshalb mit Z2/ bezeichnet:

ZM = {f € ZM | f(m) # 0 fiir nur endlich viele m € M}
={feZM|f=aiem + -+ anm,, G EL m €M, i=1,...,n}
Da zudem 0 € Z2 und die Addition von ganzzahlwertigen Funktionen kommutativ ist:
f+g=g+f firfgeZ",
ist Z¥ eine abelsche Gruppe und heifit die von M erzeugte freie abelsche Gruppe oder auch: der von M erzeugte
freie Z-Modul.
Unsere Definition von Graph erlaubt, dass jeder Graph orientierbar ist. Daher definieren wir:
DEFINITION 2.23. Sei (T, E) ein orientierter Graph. Dann heiffen die Elemente der abelschen Gruppen
Co(D) :=ZY, baw. Cy(T):=7ZL*
0-Ketten bzw. 1-Ketten.
Auch aus den invertierten Kanten von £ wollen wir 1-Ketten bilden. Hierzu vereinbaren wir
1: Ef — Cy, e —e,

wobei wir uns schon auf die Vereinbarung berufen, statt . bzw. ¢, einfach e bzw. v zu schreiben. Schliellich
setzen wir noch

C;(T):=0 (e{-1,2,3,...}),
die abelsche Gruppe, die nur aus der Null besteht.

DEFINITION 2.24. Die Randoperatoren des orientierten Graphen (T, E,) sind die Z-linearen Abbildungen

0. Co— oy e t(e) —o(e), z}zl(undxzeéEQ
0, 1 # 0.

Beachte, dass Z-lineare Abbildungen zwischen abelschen Gruppen durch die Bilder ihrer Erzeugendensysteme

gegeben sind via
8l(z Oti.’L‘i> = Z az&(mz)
i=1 i=1

LEMMA 2.25. Esist 0; 00;_1 =0 fiir alle i > 0. Oder kurz: do0 = 0.

BEWwEIs. Fiir i # 1 ist 9; die Nullabbildung. Damit ist 9;—1(9;(x)) = 9;—1(0) = 0 fiir jedes x € C;(T"). Zum
Fall i = 1: da 9y die Nullabbildung ist, gilt auch 9y(01(z)) = 0 fur jedes x € Cy(T"). O

DEFINITION 2.26. Die Sequenz von Abbildungen

Ont1

On 1
L 0, (D) On Lo

61 80
—_— Cn,1 (F)

c Co(T) C_y

heifit der Komplex Co(T") von T

BEMERKUNG 2.27. Der Komplex von I' kénnte auch nach rechts durch unendlich viele Nullen fortgesetzt werden.
Allgemein heifit eine Sequenz von abelschen Gruppen mit Z-linearen Abbildungen

o o 7]
Cn Cn -1

ein Komplex, wenn stets 0 0 0 = 0 (mit den jeweils zusammen passenden Randoperatoren 0) gilt. Fir den
obigen Komplex schreiben wir kurz Cl.
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Ist f: T' — I ein Morphismus von Graphen, so werden Z-lineare Abbildungen
fir Gi(T) — Ci(T)
folgendermaflen induziert: f bildet Ecken auf Ecken und Kanten auf Kanten ab. Wihle nun eine Orientie-

rung E, (T'). Auf IV wiihlen wir irgendeine Orientierung E(T), die f(E,(T")) als Teilmenge enthélt. Weiter
vereinbaren wir: sind I'" und I" orientiert, so sei f orientierungserhaltend.

PROPOSITION 2.28. Sei f: ' — I ein Graphenmorphismus. Dann kommutieren die Quadrate

Cy(0) — 2 ¢, (D)

g |5

Gi(l") —> Cia(I)

fiir alle v > 0.

BEWEIS. Zu beweisen ist etwas nur fiir den Fall ¢ = 1. Wegen der Linearitdt der Abbildungen, geniigt es,
eine Kante e € E(T') zu betrachten. Sei f(e) = ¢’ € E(I"). Dann ist

O1(fi(e)) =t(e) — o(€)
fo(01(e)) = folt(e) — oe)) = f(t(e)) — f(o(e)) = t(e") — o(e’).
Letztere Gleichheit gilt, da f ein Morphismus von Graphen ist. (]

BEMERKUNG 2.29. Auf dem Niveau von Komplexen haben wir also folgendes Diagramm:

) 01 do

0 Cy(T) Co(T) ——0
f2i fll fol i
00— o) o) 2

bei dem alle Pfeile Z-lineare Abbildungen sind und alle Quadrate kommutieren. So etwas heifit ein Morphismus
von Komplexen. Kurz schreiben wir dafiir:

fo: Co(T) — Co(T).
KOROLLAR 2.30. Ein Graphenmorphismus f:T' — TV induziert einen Morphismus fo: Co(I') — Co(IV) der

zugehdrigen Kompleze.

BEWEIS. Genau dies wurde in Bemerkung 2.29 gezeigt. (]

LEMMA 2.31. Ist f: T — T' eine Einbettung von Graphen, dann sind die zugehérigen fi: C;(T) — Cy(T7)
injektiv.

BEWEISs. Fiir ¢ # 0,1 ist die Injektivitéat klar. Da f auf den Ecken- und Kantenmengen jeweils injektiv ist,
sind die induzierten linearen Abbildungen zwischen den von ihnen erzeugten freien Z-Moduln injektiv. ]

BEMERKUNG 2.32. Wegen Lemma 2.31 nennen wir den induzierten Morphismus von Komplezen fo: Co(T') —
Co(T) injektiv oder eine Einbettung von Komplexen.

Nicht jeder Morphismus von Graphen zugehorenden Komplexen kommt von einem Graphenmorphismus. Ein
wichtiges Beispiel hierfiir ist die Kontraktion von Baumen. Sei dazu I' ein Graph und W ein Teilwald von T.
Hier induziert Kontraktion im Allgemeinen keinen Graphenmorphismus I' — IT'/W, da jede Kante von W auf
eine Ecke abgebildet werden miisste. Dennoch haben wir surjektive Abbildungen (durch lineare Fortsetzung auf
den erzeugenden Mengen definiert)

wi: C1(T) — C1(T/W), e {e, falls e € £ (T') \ E4 (W)

0, fallsee EL (W)
wo - Co(r) — Co(F/W), V= ['U]
wch(F)HCZ(F/W), 0—20 (i:—172,3,...)
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PRrROPOSITION 2.33. Ist I' ein Graph und W C T ein Wald, so wird durch die w;, i > —1, ein Morphismus von
Komplexen

we: Co(T) — Co(T/W)
definiert.

BEWEIS. Wir miissen uns nur von der Kommutativitdt des Diagramms

O (T') —= C1(T/W)

ali ial

Co(I') —2= Co(I'/W)

iiberzeugen. Sei dazu e € E;(I'). Wir behandeln die beiden Fille e € W und e ¢ W separat. Sei zunéchst e
eine Kante auflerhalb des Waldes W. Dann ist

di(wi(e)) = di(e) = [t(e)] — [o(e)] = wo(t(e)) — wo(o(e)) = wo(t(e) — ofe)) = wo(Or(e)).
Sei nun e im Wald W. Dann ist wi(e) = 0 und somit d1(wi(e)) = 0. Nun ist wo(d1(e)) = [t(e)] — [o(e)].
Da aber e in einer Zusammenhangskomponente T (ein Baum) von W liegt, miissen auch o(e) und ¢(e) Ecken
desselben Baums T sein. Dann ist nach Kontraktion aber [t(e)] = [o(e)] dieselbe Ecke von I'/W. Dies zeigt die
Kommutativitét des Diagramms. O

BEMERKUNG 2.34. Sind bei einem Morphismus fo: Co — C) alle fi: C; — Ci surjektiv, nennen wir auch den
Morphismus f von Komplexen surjektiv. Der von der Kontraktion eines Teilwaldes induzierte Morphismus von
Komplezen we: Co(T') — Co(T'/W) ist nach Konstruktion also surjektiv.

Bei der Kontraktion eines Teilwalds W in einem Graph I' bekommen wir also eine Sequenz von Morphismen
L

(3) Co(W) —= Cy(I') —=% Cy(D/W)

wobei to der von der Inklusion ¢: W — I' induzierte Morphismus der zugehorigen Komplexe ist. Wir konnen
uns fragen, ob dies ein Komplex von Komplexen ist: aber ,,w, 0 t4 = 0 macht so direkt nicht Sinn — jedoch
auf dem Niveau von Ketten!

DEFINITION 2.35. Fine Sequenz

QD) RO
(4) ot ——— ¢ —— "V
von Komplexen heifit ein Komplex (von Komplexen), wenn fir alle n und alle i gilt
al™ 0"t = .

Fine Sequenz (4) heifit exakt an der Stelle n, wenn die Sequenz ein Komplex ist und fir alle i zudem gilt:

1(-") =im agnH).
Dabei ist fiir Z-lineare Abbildungen ¢: M — N zwischen Z-Moduln M und N

kerp :={z € M | p(x) =0}

ker o

der Kern von ¢ und
im g = (M)
das Bild von ¢. Schlieflich heiffit die Sequenz exakt, wenn sie an jeder Stelle exakt ist.

BEMERKUNG 2.36. Dass eine exakte Sequenz ein Spezialfall eines Komplezes ist, erkennen wir daran, dass fir
lineare Abbildungen a: M — N und B: N — P die Bedingung 0 o o = 0 dquivalent ist zu

ima C ker (.
Beliebt sind exakte Sequenzen der Gestalt

(5) 0—2> ar —s i — 2 ppr 20,

die kurze exakte Sequenz. Hier ist die Exaktheit gleichbedeutend damit, dass M’ — M injektiv, M — M"
surjektiv und die Sequenz in der Mitte exakt ist: Die Sequenz ist genau dann an der Stelle M’ exakt, wenn
ker = ima = 0, d.h. wenn [ injektiv ist. Exaktheit an der Stelle M" ist gleichbedeutend damit, dass
im~ = ker d = M ist, also ~y surjektiv.
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Exaktheit der kurzen exakten Sequenz (5) bedeutet an der Stelle M nichts anderes als ker vy = im 8 = M’, wobei
fiir die letzte Isomorphie die Injektivitdt von § benutzt wurde. Nach dem Homomorphiesatz aus der linearen
Algebra gilt in jedem Falle

im 8 = M/ ker 8.

Damit gilt die Isomorphie M"” = M/M’ genau dann, wenn die Sequenz aufler in M’ und in M” auch in M
exakt ist. Fiir die Definition der Faktormoduln M /M’ wenn M’ ein Untermodul von M ist, verweisen wir auf
Definition A.1.

Leider ist die bei der Kontraktion eines Teilwaldes erhaltene Sequenz (3) kein Komplex! Beispielsweise bekom-
men wir fiir die 1-Schleife Co auf dem Niveau der Ecken eine Sequenz

0 7—2>7- L5y 0,

fiir welche e und (3 injektiv, und damit im o & ker 8, d.h. 5o a # 0 ist.

Das Problem liegt ndmlich darin, dass bei Kontraktion nicht alle Ecken des Waldes verschwinden. Die exakte
Sequenz

Co(T) —=% Co(D/W) — 0
ldsst sich jedoch immer zu einer kurzen exakten Sequenz

Qe We

(6) 0 HK.(W) C.(F) C.(F/W) — ()

erginzen. Der Komplex K(W) ist dabei definiert durch
Ki(W):=C,(W) =kerw; C Cy(T)
Ko(W) :=kerwy C Co(W)
K;,(W):=0 firi=-1,2,3,...
und Randoperatoren
O Ka(W) — Ko (W), e t(e) —ole) (e€ EL(W)),
9;:=0 firi=0,2,3,....
PROPOSITION 2.37. Die Sequenz (6) ist exakt.

BEWEIS. Die «,, sind injektive Z-lineare Abbildungen. Es ist a, ein Morphismus von Komplexen, da die
Randabbildung K, (W) — C,,—1(W) gerade die Restriktion der Randabbildung C,,(I') — C,_1(I') ist. Dass we
surjektiv ist, wurde schon gezeigt. Exaktheit in der Mitte gilt auf Grund der Definition von Ko(W) und ce. O

Nun kommen wir zur Definition von Homologie.

DEFINITION 2.38. Sei Cy ein Komplex von Z-Moduln:

Oit1 0; Bi—1
. C;

Dann heifst
H,’ (O., Z) .= ker 82/ im 8i+1

die i-te Homologiegruppe von Co mit Werten in Z. Die Elemente von Z;(Ce,Z) := ker 0; heiffen i-Zykeln, und
die Elemente von B;(Ce,Z) :=im 0,41 heifflen i-Rénder.

Ist Co = Co(T") der Komplex eines Graphen I', so heifst
I‘IZ(F7 Z) = Hl(C., Z)
die i-te Homologiegruppe von I.

Wenn nichts anderes gesagt wird, betrachten wir stets Homologie mit Werten in Z und schreiben daher H;(C,)
statt H;(C,,Z).

LEMMA 2.39. Sei Ko(W) der Komplex aus Proposition 2.37. Dann ist H;(Ke(W)) = 0 fiir alle i > 0.
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BEWEIS. Da im0y = 0 ist, folgt
Hl(K.(W)) = ker@l =0.
Letztere Gleichheit gilt, da W ein Wald ist: dann ist némlich stets o(e) # t(e) fiir alle Kanten e € E, (W).

Weiter ist
Ho(K.(W)) = kerwo/imal = 0,

da 9y: C1(W) — kerwq surjektiv ist: Sei zuniichst T C W eine Zusammenhangskomponente in W. Nun ist wy
auf den Ecken von T' konstant, etwa woly (r) = [v] fiir die Ecke v von T'. Somit ist

{' —ov v eV(T)}
eine Z-Basis von ker wo|c, (7). Ist nun durch die Kantenfolge ey, ..., ey, eine Geoditische von v’ nach v gegeben,
so ergibt sich
v —v=2%(t(er) —oler)) - £ (t(em) — olem)) € imdy
(das jeweilige Vorzeichen ergibt sich durch die Orientierung der jeweiligen Kante). Da T eine beliebige Zusam-
menhangskomponente des Waldes W war, folgt

ker wy = @ ker wolc, (1) € 01

T Komponente von W
Die Inklusion D gilt sowieso, daher ist 9; surjektiv.
Die hoheren Homologiegruppen verschwinden ohnehin. (Il
LEMMA 2.40. Ein Morphismus ae: Ce — C von Komplexen induziert Z-lineare Abbildungen
H,(Ce) — Hy(CY)
zwischen den zugehorigen Homologiegruppen.
BEWEIS. Nehmen wir uns zwei adjazente kommutierende Quadrate vor:

Ont1 On
Cht1 —=Cp —=Ch

Oén+1i anl \Lan—l
1

Nun gilt:
r €kerd, = O an(xr) =an_10,(z) =0 = au(z) € ker 9,
Y =0On+1(2) € IMOpy1 = an(y) = an(0n+1(2)) = On10n+1(z) = an(y) € ima;, 4
Durch Restriktion werden von «, also Abbildungen
kerd, — kerd,, und imd,4; — ima, .,
induziert. Dies ergibt nach Lemma A.3 eine lineare Abbildung
H,(Ce) — Hn(CY)
fiir jedes n € N. a

Nun koénnen wir die Erhaltung der Homologie nach Kontraktion zeigen. Allerdings verwenden wir dafiir ein
Hilfsmittel der homologischen Algebra (Anhang ?7).

SATz 2.41. Ist W ein Teilwald eines Graphen T, dann gilt:
H;(T') = Hy(L'/W)
fiir alle i > 0.

BEWEIS. Da die Sequenz

’

00— Ko(W) —> Co(T) —2% Co(T/W) — 0
nach Proposition 2.37 exakt ist, gibt es nach ?7? eine dazugehorige lange exakte Sequenz von Homologiegruppen
> Hy (Ko(W)) — Hy(I') — Hy (/W) — Ho(Ko(W)) —> Ho(I') — Ho(I'/W) — 0 —> -
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Wegen der Exaktheit, und da nach Lemma 2.39 H;(K,(W)) = 0 ist, ergeben sich fiir alle i € N exakte Sequenzen
0— H,(I') - H;(I'/W) — 0.
Hieraus folgt die Behauptung. ]

KOROLLAR 2.42. Sei I' ein endlicher Graph. Dann sind alle Homologiegruppen von I' freie abelsche Gruppen
von endlichem Rang, und es gilt fir allen >0

tky (H,(T,Z)) = by,
wobei b,, die n-te Bettizahl von T ist.
BEWEIS. Sei W ein maximaler Teilwald von I". Nach Satz 2.41 geniigt es, die Homologie von

IW=sos Co D) (o) (o)

no —_———

mny n2

zu berechnen. Der zu I'/W gehorige Komplex ist

Co(T/W): 0 —— CL(T/W) —2s Co(T/ W) —2 0
wobei 91 und 9y Nullabbildungen sind (fiir 9; betrachte die Bilder der Kanten!). Damit ergibt sich
H,(T/W,Z) = ker 9, = C,(T/W) = z#E+T/W)
Ho(T/W,Z) = ker dy/im 8, = Co(T/W) = z#VE/W)
H,(T'/W,Z) =0 fiir alle n > 1.

Diese sind freie Z-Moduln endlichen Rangs. Nach der Definition der Bettizahlen in Bemerkung 2.17 ergibt sich
fiir alle n € N
rky (H,(T'/W,Z)) = b,,.

KOROLLAR 2.43. Fiir die Fulercharakteristik eines endlichen Graphen I' gilt:
X(T) =Y rky(Hu(I)).
neN
BEWEIS. Dies folgt nach der Definition der Eulercharakteristik (Definition 2.18) sofort aus Korollar 2.42. O

BEMERKUNG 2.44. (1) Ist T 2 T, so folgt, dass die zugehirigen Komplexe Co(T') und Co(T") isomorph sind.
Somit sind fir alle n € N die Homologiegruppen H,(I') und H,(T'/W) isomorph. Dies bedeutet, dass die
Bettizahlen von Graphen Invarianten sind, d.h. sich bei Graphenisomorphismen nicht verdndern.

(2) Ist T = T ein surjektiver Graphenmorphismus, so ergibt sich ein kommutatives Dreieck

Co(I") —— Co(I")

g

Ho(T')
bei dem alle Pfeile surjektiv sind. Die induzierte lineare Abbildung
Hy(T') — Ho(T")
ist demnach surjektiv. Folglich gilt fiir die nullten Bettizahlen: bo(T") > bo(T”).
Im Allgemeinen gilt fir surjektive T' — T jedoch nicht by(T') > b1 (T), wie folgendes Beispiel zeigt:

. _ )

(3) Ist T — TV injektiv, so gilt b1(T') < b1(I”), da die Injektion C1(T') — C1(I') eine Injektion
H(T') = ker &; — ker 9] = H{(I")

induziert.
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KAPITEL 3
Topologie

In der Topologie wird der Begriff einer Umgebung rein mengentheoretisch definiert und damit der Umgebungs-
begriff der reellen Analysis abstrakt verallgemeinert.

1. Metrische Riume

1.1. Normen auf R?. Die Idee einer Norm auf dem reellen Vektorraum R ist der Begriff der Liinge eines

1
Vektors. Sei z = | : | € R% Dann heifien
Tq
[ ll2: RY — Ryo, x> y/23 + - + 22 die Buklidnorm
[ lo: R — Rsg, @+ max |z, ..., maxay die Mazimumnorm
d
I : R — R>o, . — Z|x1| die Summennorm
i=0
d P
| 1lp: R — Rsg, 2 — <Z|xl|> (p>0) die p-Norm
=0

auf R,
BEMERKUNG 3.1. Fird =1 stimmt | ||, fir jedes p > 0 mit dem gewéhnlichen Absolutbetrag | | auf R tberein.
DEFINITION 3.2. Eine Funktion || ||: R? — Rxq heifit eine Norm, falls

(1) [zl =0 < x=0,

(2) fiir alle A € R gilt || Az|| = |A]||=]|,

(3) fiir alle x,y € RY gilt ||z + y|| < ||z|| + ||y|| gilt.

Die Eigenschaft (3) heifit Dreiecksungleichung. Die Idee der Linge von Vektoren fiihrt, wie wir gleich sehen
werden, zu einem Abstandsbegriff zwischen Vektoren. Wir wiederholen noch einmal die Definition von Metrik:

DEFINITION 3.3. Sei X eine Menge. Eine Abbildung d: X x X — Rx¢ heifit eine Metrik auf X, falls gilt:
(1) dlz,y) =0 & z=y,
(2) fiir alle x,y € X gilt d(x,y) = d(y, ),
(3) fiir alle z,y,z € X gilt d(x, z) < d(z,y) + d(y, 2).
Fin metrischer Raum ist ein Paar (X,d), wobei X eine Menge und d eine Metrik auf X ist.
Eigenschaft (3) heifit wiederum Dreiecksungleichung.
BEMERKUNG 3.4. (1) Ist || || eine Norm auf R, so ist
d: R* x R¢ — R>o, (z,9) — [z — ¥
eine Metrik auf R?, die von || || induzierte Metrik.

(2) Ist (X,d) ein metrischer Raum, so wird fir jede Teilmenge Y C X durch Restriktion (Y,d|y) zu einem
metrischen Raum.

DEFINITION 3.5. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann heiffen fir x € X und reelle r > 0 die Mengen
B.(z):={y e X |d(z,y) <r} Ball um x mit Radius r,
Sr(z) :={y e X |d(z,y) =r} Sphére um z mit Radius 7.
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BEISPIEL 1. Die Einheitsbille in R? fiir die Normen || |o, || |1 und || ||2 nennen wir hier BY(0), B1(0) und
B?(0) und sehen foglendermafen aus:

DEFINITION 3.6. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge U von X heifit offen in X, wenn es zu jedem
Punkt x € U einen Ball B.(x) C X gibt, der in U liegt.

BEISPIEL 2. (1) Jedes Intervall (a,b) mit a,b € RU{xoo} ist offen im metrischen Raum (R,| ).
(2) Das Intervall (0,1] C R ist beziiglich | | nicht offen.
(3) Eine beliebige Vereinigung offener Intervalle in R ist offen in (R, | ).

PROPOSITION 3.7. Sei U C R?. Dann sind dquivalent:

(1) U ist offen beziiglich || ||2-
(2) U ist offen beziiglich || ||o-
(3) U ist offen beziiglich || ||1-

BEWEISSKIZZE. Zunéchst machen wir uns klar (Skizze oder Beispiel 1), dass fiir die Bélle B?(x) der ver-
schiedenen p-Normen gilt:

(7) B,(z) € B}(x) € B)(x).

(2) = (1). U offen beziiglich || ||o O U offen fiir Il [l2-

(1) = (3). Dies folgt wieder mit (7).

(3) = (2). Wir machen uns klar, dass B% (r) C B}(x) gilt, woraus die Behauptung folgt. O
BEMERKUNG 3.8. Zwei Normen || ||o und || || auf einem Vektorraum V heiffen dquivalent, wenn fiir beliebige

Teilmengen U C'V gilt:
U offen fir || ll« < U offen fir| |s.

Ein normierter Korper ist ein Kéorper K mit einer Abbildung | |: K — Rxq, die formal die Eigenschaften von
Definition 3.2 erfullt:

z]=0 < 2=0
lzy| =|zly|
|z +y| < |z| + |y|

Dann gilt allgemein fiir vollstindige normierte Kiorper (d.h. jede Cauchyfolge konvergiert) und endlichdimen-
sionale K-Vektorrdume V : alle Normen auf V' sind dquivalent.

2. Topologie

DEFINITION 3.9.
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ANHANG A

Begriffe aus der linearen Algebra

1. Faktormoduln

Sei A eine abelsche Gruppe und B ein Z-Untermodul von A (in Zeichen: B < A). Dann wird auf A eine
Aquivalenzrelation =p wie folgt definiert:

a=pb, falls b—a€B.

Diese Relation ist ndmlich
(1) reflexiv: a =g a,daa—a=0 € B ist.
(2) symmetrisch: ¢ =g b impliziert a —b= —(b—a) € B, also b =p a.
(3) transitiv: a =g b und b =g ¢ impliziert ¢ —a = (¢ — b) + (b —a) € B.

DEFINITION A.1. Bezeichnen wir die Aquivalenzklassen von Elementen a € A vermdge =p mit [a]B, so nennen
wir
A/B:= A/ =p={[a]g | a € A}
einen Faktormodul.
PROPOSITION A.2. Es ist A/B in natiirlicher Weise ein Z-Modul, sodass die kanonische Projektion
m: A— A/B, aw[a]p

eine Z-lineare Abbildung ist.

BEWEIS. =g lasst sich addieren:

a=pb, d=pb=0b+V)—(a+d)=0b-a)+V —d)eB=a+d =pb+l,
und mit ganzen Zahlen n € Z multiplizieren:
a=pb=nb—na=n(b—a) € B= na=pgnb.
Somit ist A/B ein Z-Modul vermége
la]s + [b]p :=[a+blp, n-la]p:=[n-alp

fiir a,b € A und n € Z. Wir haben néamlich gezeigt, dass die Addition und Z-Multiplikation nicht von der Wahl
von Vertretern a’ € [a]p und ¥’ € [b]p abhingt; die Modulaxiome sind erfiillt, da sie vertreterweise gelten. [

Wichtige Beispiele fiir Untermoduln sind etwa fiir eine Z-lineare Abbildung o: A — B: ker o und im «v. Es gilt
néamlich:

a,bekera= ala—b) =a(a) —ald)=0=a—>b ckera
a =a(a),t =a) eima=d —b =ala—>b) €ima.
Insbesondere sind die Homologiegruppen tatséchlich Z-Moduln.

ProrosiTiION A.3. Seien A, B, C und D Z-Moduln mit B < A und D < C. Dann induziert jede Z-lineare
Abbildung ¢: A — C mit o(B) C D eine Z-lineare Abbildung der Faktormoduln:

¢: A/B—C/D

BEWEIS. Sei z+ B € A/B. Dann setzen wir ¢(x + B) := ¢(x) + D € C/D. Dies ergibt eine wohl definierte
Abbildung ¢: A/B — C/D: ist ndmlich x + B =y + B € A/B, so folgt

r—yeB = ¢)—py) =plx—-y)eD = @)+ D=y +D,
also @(x) = @(y). Die Z-Linearitét von @ gilt auf Grund der Z-Linearitét von . O
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