3. Relationen
Im vorigen Abschnitt behandelten wir den Graph einer Abbildung f: X — Y.
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Y I'={(x,y) e XxY|y=f(x)}
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Der Graph drickt eine ,Beziehung" zwischen x und y = f(x) aus. Dies
kdnnen wir verallgemeinern:

Definition. Eine Teilmenge R < X x Y heiBt eine Relation. Falls X =Y,
also R ¢ X2, so heiBt R eine Relation auf X.

Beispiel. Sei eine ebene Flache wie folgt partitioniert:
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So bekommen wir eine Relation auf X: x ~ y < x und y sind Element
desselben Objekts. Genauer:

~ 1= {(X,y) € X2 | x und y liegen im selben Objekt}.



Schreibweise. Statt (x,y) € R schreibt man oft x R y. Im Beispiel
schreiben wir demnach alternativ x ~ y statt (x,y) e ~.

Beobachtung.
1. Fur jedes x € X ist x ~ X, d.h. ~ ist reflexiv.
2. X~y = y ~X,d.h. ~ist symmetrisch.
3. X~yundy~z = X~z d.h. ~ist transitiv.

Definiton. Eine Relation R auf einer Menge X heiBt Aguivalenzrelation,
falls R reflexiv, symmetrisch und transitiv ist.

Beispiel.

a) ~ ist Aquivalenzrelation auf X =

b) = ist Aquivalenzrelation auf jeder Menge M. Dabei bedeutet =
die Relation {(x,x) | x € M}.

c) Sei.” eine Menge von Aussagen. Dann ist & eine
Aquivalenzrelation auf .2z

Betrachten wir wieder das erste Beispiel. Durch die Partitionierung
bekommen wir eine Abbildung

X — Menge der Objekte =: X , X > das Objekt, welches x enthalt.
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unendlich endlich

Dies bedeutet eine erhebliche Datenreduktion!

Definition. Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf einer Menge M. Dann heiBt
firx e M

[XI:={yeM|yu x}
die Klasse von x. Die Menge aller Klassen

M:={[x]|xeM}
HeiBt die Quotientenmenge.

Auf diese Weise bekommen wir allgemein eine Abbildung

7[:|\_/|—>M,X|—>[X].



Bemerkung.
1. 7T ist surjektiv.
2. Entwederist [x] N [y] = @ oder [x] = [v]:
Zze[X]N[yl] 2z~ XAZ~NyYy > X~NZ AZNY = XNVY,
3. Mist die Vereinigung aller Klassen von Elementen aus M.

Beispiel. Betrachte die Relation _
Y aus Flache Y entstanden
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Relation auf F: F adjazent zu F, falls F und F durch ein Linienobjekt
benachbart sind.

Der Graph zur Relation ist in diesem Beispiel:

Er drickt die ,Nachbarschaftsbeziehungen" zwischen den Flachen aus und
heiBt der Adjazenzgraph.

1. Ist Adjazenz auf F reflexiv ?

- Nein, etwa A ist nicht mit sich selbst durch eine Schleife verbunden:
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2. Ist Adjazenz auf F symmetrisch ?
- Ja.

3. Ist Adjazenz auf F transitiv ?

- Nein. Z.B. existiert folgende Verbindung nicht:

Beispiel. Es gibt Turen, die nur in einer Richtung 6ffnen:
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Der Graph zu dieser Art von Flachenadjazenzrelation sieht wie folgt aus:
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Die Relation ist:

e nicht reflexiv.
e nicht symmetrisch.
e nicht transitiv.

Gibt es von jeder der Flachen A, B,

A - ©
Bo>A-o> & Ja.
CoB—>sA-> o

Verketten.

Gegeben seien Relationen R ¢
veranschaulichen wir so:

XR_>y, yS_>Z

w,

Dann gibt es einen ,direkten Weg":

Definition. Die Relation
SoR={(x,z) e XxXZ|

heiBt die Verkettung von R und S.

V.

C einen (gerichteten) Weg nach ©° ?

X x Y sowie S ¢ Y x Z. Dies

SoR: X o> z

dy e YmitxRyundyS z}

Beispiel. Die Relation R sei durch folgenden Graph gegeben:



Dannist R2 = Ro R:
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